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令 Rn@ m表示所有n @ m阶实矩阵集合; Rn@ mr 表
示 Rn@ m 秩为 r 的子集; ORn@ n 表示所有n 阶正交阵
之集; A+ 表示矩阵的 Moore - Penrose 广义逆; Ik 表
示k 阶单位阵; +. +表示 Frobenius范数; SRn@ n 表
示n阶实对称阵的全体;对于A , B I Rn@ n , A* B 表
示 A 与 B H adamard 的乘积, 其定义为 A * B =
( aij bij ) .
定义: A = ( aij ) I Rn@ n, 若 aij = an- j+ 1, n- i+ 1,





问题 I  给定X I Rn@ m , + = diag ( K1, K2, ,,
Km) I Rm @ m 求A I PSRn@ n 使得
AX = X + ( 1)
问题 II  给定X , B I Rn@ m ,求 A I PSRn@ n 使
得
+AX - B + = min ( 2)
问题 III  给定 A * I Rn@ n, 找 Â I SE 使得
+A * - Â + = inf
A I S
E











= ( en, en- 1, ,, e1) I
R
n@ n
, ei 为In 的第 i 列.







= U1 E VT1 ( 4)
其中 U = ( U1, U2) , V = ( V 1, V2) 分别为 n, m 阶正
交阵且 U1 I Rn@ r, V1 I Rm@ r, E = diag( R1, R2,
,, Rr ) , R1 \ R2 \ , \ Rr > 0.
定理1  设X = ( X 1, X 2, ,, X t ) I Rn@ m , X 的
每列都是非零向量, X i I Rn@ mi , ( i = 1, 2, ,, t ) , SX
= ( Y1, Y2, ,, Yt ) I Rn@ m , Yi I Rn@ mi, ( i = 1, 2,








i Yj = 0,  i X j ,  X +V2 = 0 ( 5)
在问题 I有解的情况下解可表为:
A = X +X ++ S ( X+X+ ) TS( I - XX+ ) +
 U2GUT2 ( 6)
其中 G I SR ( n- r) @ ( n- r) , UT2 U2 = I n- r .
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证明  (必要性)设 A I PSRn@ n为AX = X +的




SX +) T = +XTSX = XTSX+ ( 7)
由式( 7) 得 XTi Yj = 0( i X j ) .
由式( 4) 和AX = X +,得 AU1 E VT1 = X+ ,用 V2
右乘上式两边, 得:
AU1 E VT1 V2 = X +V 2.
因为 VT1 V2 = 0,所以 X +V2 = 0.
(充分性)  设 P1 = SU1 有:
SX = SU1 E VT1 = P 1 E VT1 ( 8)
由 XTi Yj = 0( i X j ) 可得式( 7) .
由式( 4)、( 7)、( 8) 可得:
+V1 E UT1P 1 E VT1 =
 V1 E UT1 P1 E VT1 + ( 9)
由式( 9) 可得:
E - 1 VT1 +V1 E UT1 P1 =




SAU = A =
A 11 A 12
A 21 A 22
( 11)
用 UTS左乘AX = X + 并利用式( 4)、( 8)、( 11) 可得:
A 11 A 12










由条件 X+V2 = 0知式( 12) 等价于
A 11 E = UT1P 1 E VT1 +V1,
A 21 E = UT2P 1 E VT1 +V1,
A
T
12 = A 21, A 22 = A
T
22 ( 13)
利用式( 10)、( 13) 可知:
A 11 = U1
T
P1 E VT1 +V1 E - 1 = AT11,
A 21 = U
T
2P 1 E VT1 +V1 E - 1 = AT12,
A 22 = A
T
22 ( 14)
由式( 11)、( 14) 可知:
A =
SU
UT1P 1 E VT1 +V1 E - 1 ( UT2 P1 E VT1 +V1 E - 1) T
UT2 P1 E VT1 +V1 E - 1 G
UT ( 15)
根据引理 1,很容易证明 A 为次对称阵.
由于 U2 U
T
2 = I - U1 U
T




A = X +X
+








其中 G I SR ( n- r) @ ( n- r) , UT2 U2 = I n- r .证毕.
3  问题 II 与 III 解的表达式
引理 2
[ 2]  设 M I Rr@ r, E = diag ( R1, ,,







, 1 [ i , j [ r , W = ( w ij ) I
R
r@ r 则对任意S1 I SRr@ r 有:
+S1 E - M +2 = +S 1 E - ( W* ( M E +
 E MT ) E ) +2 + +M - ( W* ( M E +
 E MT ) E ) +2 ( 16)
定理2  问题 II有解且可表为:
A =
 SU
W* ( M E + E MT ) ( UT2 SBV1 E - 1) T
UT2 SBV1 E - 1 G
UT ( 17)
其中 G I SR( n- r) @ ( n- r) , M = UT1 SBV1; E , W, 如引
理 2所定义.
证明  利用 Frobenius范数对正交阵的不变性
和式( 7) , 有:






SBV +2 ( 18)
据式( 11) 可知:
+AX - B +2 =
A 11 A 12


















+AX - B +2 = +A 11 E - UT1 SBV1 +2 +
 +- UT1 SBV2 +2 + +A 21 E - UT2 SBV 1 +2 +
 +- UT2 SBV2 +2 ( 20)
所以 +AX - B + = min 成立当且仅当
+A 11 E - UT1 SBV 1 + = min,
+A 21 E - UT2 SBV 1 + = min ( 21)
由于 A 11为对称阵, 令 M = U
T
1 SBV1据引理 2可得:
+A 11 E - M +2 = +A 11 E - ( W* ( M E +
 E MT ) E ) +2 + +M - ( W* ( M E +
 E MT ) E ) +2 ( 22)
据式( 21) , ( 22) 可知, +AX - B + = min 等价
于:
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+A 11 E - ( W* ( M E + E MT ) E ) + =
 min,
+A 21 E - UT2 SBV1 + = min ( 23)
所以有:
A 11 = ( W* ( M E + E MT ) ,
A
T
12 = A 21 = U
T
2 SBV1 E - 1,
A 22 = A
T
22,
其中 W, E 如引理 2所定义.
即
A = S U
W* ( M E + E MT ) ( UT2SBV1 E - 1) T
UT2SBV1 E - 1 G
UT , 其
中 G I SR ( n- r) ( n- r) 任意.
当问题 II的解 SE 集合非空时,容易证明 SE 是
一个闭凸集,因此问题 III存在惟一的逼近解 Â .
定理3  已知A * I Rn@ n , X , B I Rn@ m的符号
与条件与定理2相同,则问题 III存在惟一解 Â I SE
且 Â 可表为:
Â = S U
W* ( M E + E MT ) ( UT2SBV1 E - 1) T














2 , 其中 U =
( U1 s U2) , V = ( V1 s V2) ; E 如定理 2所示.
证明  利用定理 2, A I SE, 则
A = S U
W* ( M E + E MT ) ( UT2SBV1 E - 1) T
UT2SBV1 E - 1 G
UT .
所以
+A * - A +2 = + UTSA * U- UTSAU +2 =
 
UT1SA




 W* ( M E + E MT )  ( UT2SBV1 E - 1) T
UT2SA
* U1 -      U
T
2 SA
* U2 - G
 UT2SBV1 E - 1
2
=
 + UT1SA * U1 - W* ( M E + E MT ) +2 +
 + UT1SA * U2 - ( UT2SBV1 E - 1) T +2 +
 + UT1SA * U1 - UT2 SBV1 E - 1 +2 +
 + UT2SA * U2 - G +2,




+ UT2SA * U2 - G +2 = inf















故可求得定理 3 中 Â , 其中 U = ( U1 s U2) , V =
( V 1s V2) , E , 如定理 2所示,
命题得证.
4  算法及数值例子
算法  求问题 III的解的步骤如下:
( 1) 对 X 进行奇异值分解;
( 2) 按引理 2定义构造 W;
( 3) 按式( 22) 定义计算 M ;
( 4) 利用式( 24) 求 Â .
算例  给定
X =
1. 0000 1. 0000 0
- 1. 0000 0 2. 0000
1. 2000 2. 5000 0
- 2. 0000 0 1. 0000
,
B =
3. 0000 0 - 1. 0000
0. 2500 - 1. 4000 1. 0000
0 2. 0000 0





1. 0000 0 - 1. 0000 0
0 1. 0000 0 1. 0000
1. 2000 3. 0000 - 1. 0000 2. 5000
0 0. 5000 4. 0000 - 3. 0000
, 求
Â 使得 +A * - Â + = inf
A I S
E
+A * - A + .其中 SE 是
+AX - B + = inf
A I PSR4@4
的解集合.
解  根据定理 3可知:
X =
1. 0000 1. 0000 0
- 1. 0000 0 2. 0000
1. 2000 2. 5000 0
- 2. 0000 0 1. 0000
=
  
- 0. 3639 - 0. 2130 - 0. 2429 0. 8736
0. 4272 - 0. 6112 - 0. 6488 - 0. 1514
- 0. 6398 - 0. 6341 0. 2576 - 0. 3495
0. 5251 - 0. 4230 0. 6735 0. 3029
3. 5447 0 0
0 2. 4849 0
0 0 0. 9746
0 0 0
- 0. 7360 0. 1945 - 0. 6484
- 0. 5539 - 0. 7237 0. 4117
0. 3892 - 0. 6622 - 0. 6404
,
743
第 6期                王福义等: 次对称阵的逆特征值问题
  W =
0. 0398 0. 0534 0. 0740
0. 0534 0. 0810 0. 1404
0. 0740 0. 1404 0. 5264
,   M =
- 3. 4123 - 1. 0324 1. 3811
0. 5992 - 0. 3711 1. 4101
- 1. 4106 1. 3388 - 1. 2128
,
  Â =
- 0. 7519 0. 7205 - 0. 1262 - 2. 3379
- 1. 5924 0. 3580 0. 3664 - 0. 1262
0. 7805 - 0. 3343 0. 3580 0. 7205
0. 5843 0. 7805 - 1. 5924 - 0. 7519
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Inverse Eigenvalue Problems for Persymmetric Matrices
WANG Fu-yi, LU Lin-zhang
( School of Mathematical Science, Xiamen Univ. , Xiamen 361005, China)
Abstract: A = ( a ij ) I Rn @ n is termed persymmetric matrix if a ij = an- j + 1, n- i + 1, i , j = 1, 2, ,n. We denote the set
of all n @ n persymmetric matrices by PSRn @ n. In this paper, We discuss the following three problems:
Problems I: Given X I Rn @ mand += diag( K1, K2, ,, Km) I Rm @ m f ind A I PSRn @ n such that AX = X+ .
Problems II: Given X , B I Rn @ m , find A I PSRn @ nsuch that +AX - B += min.
Problems III: Given A * I Rn@ n, f ind A I SE such that +A * - Â += inf
A I S
E
+A * - A +. where+ . + is Frobenius
norm and SE is the solut ion set of problem II. In this paper, the necessary and sufficient conditions have been given for
problem I. For three problems, the explicit expression of the solutions has also been given.The uniqueness of solution, an
algorithm and example are provided for the problem III. By using the matrix S, we simplify three procedures. Some exam-
ples are aslo provided.
Key words: persymmetric matrices; inverse eigenvalue; matrix norm; opt imal approximation
744
厦门大学学报(自然科学版)                  2004 年
